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Abstrait. On démontre une généralisation d’un théoréme de Demailly, qui donne le com-
portement asymptotique des traces du noyau de chaleur pour une échelle de fibrés vectoriels
sur une variété complexe.

1. Introduction.

Récemment, Demailly a trouvé une généralisation intéressante du theoréeme d’annu-
lation de Kodaira: si M est une variété complexe compacte et L est un fibré en droites
holomorphe sur M, il a observé qu’il suffit souvent de savoir que dim H?(M, O(L™)),
q > 0, est asymptotiquement inférieur & dim H°(M, O(L™)) lorsque m — oo. Cela a lieu
lorsque le fibré en droites L est & courbure partout positive et strictement positive en un
point (Demailly [3]); en utilisant ce résultat, Demailly a pu donner une preuve nouvelle
et plus générale de la conjecture de Grauert et de Rimenschneider.

Dans cette note, on démontrera que les fibrés vectoriels de rang plus grand que un
ont une propriété analogue: au lieu de prendre la suite des fibrés en droites L™, on
considérera I’ensemble des fibrés vectoriels P xg V?*, ot P est un fibré G-principal avec
connexion holomorphe et V* est un représentation irréductible de G.

On réduira ce probleme a la situation que Demailly a considérée, en se servant de la
représentation de P xg V* comme l'indice de la famille d’opérateurs elliptiques 9 sur
le fibré complexe P xg G/T, (ou T est un tore maximal de G), & coéfficients dans le
fibré en droites P x, C*, induit du caractere A de T. Par le théoreme d’indice de Bott
(Bott [2]), 'indice de cette famille est bien le fibré P x ¢ V*. On obtient donc un résultat
qui généralise la formulation de Bismut du résultat de Demailly ([1]). (Pour une version
pseudodifferentielle de la preuve de Bismut, voir [4].)

Une autre application de cette technique est de redémontrer les théoremes de Hogreve,
de Potthoff et de Schrader sur la limite classique de la théorie de Yang-Mills ([6], [7]). Ils
ne considerent que le Laplacien scalaire, mais aux coefficients dans une échelle de fibrés
semblable & celle que 1'on a consideére ici (bien que leur variété soit réelle et non complexe
comme la notre), donc notre construction avec le fibré complexe P xg G/T s’applique.
Voir également ’article de Guillemin et de Sternberg sur la quantization équivariante [5].

Je voudrai surtout remercier M. Vergne pour m’avoir donné 1’énoncé du théoréme
principal de cet article, et aussi Y. T. Siu et R. Schrader pour des discussions utiles.
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2. Le théoréme.

Soit M une variété Hermitienne compacte de dimension 2n (mais pas forcément Kéh-
lerienne), et soit P un fibré G-principal sur M avec une connexion holomorphe, ou G est
un groupe de Lie compact. On écrit T' pour le tore maximal de G, et par A, p etc. les
poids de G, c’est-a-dire les caractéres de T. La dimension complexe de G/T s’écrira N.

Notons t I’algebre de Lie de T' dans g (I'algebre de Lie de G). Comme G est compact,
son algebre de Lie possede une forme quadratique invariante positive; on envoie t* dans
g* par le transposé du projecteur orthogonal de g sur t pour cette forme. On fait le choix,
une fois pour toutes, d’'une chambre de Weyl positive t}, ou ce qui est la méme chose,
une structure complexe sur la variété des drapeaux G/T.

Ecrivons n* pour les sous-algebres nilpotentes de gc, formées des éspaces dont la
racine soit respectivement positive soit negative par rapport & ’ordre choisie. Alors, on
a

gc=nT ®tcdn .

Le fibré tangent complexifié de G/T est modelé sur gc/tc 2 nt & n~, dans le sens que

{ T1(G/T) = G xrn,
TOYG/T) = G xpn.

Un élément de t* definit une (1, 1)-forme equivariante sur G/T" par la formule
AMX,Y)=(\[X,Y)) XentYen,

La variété des drapeaux est aussi une varété Kahlerienne, avec le métrique qui vient de
la forme quadratique sur g. De cette fagon, un élément de t* donne lieu & une section du
fibré End(A%'T*G/T), qui s’écrira o ().

Si A est le poids dominant de G qui correspond & une representation V* de G, on écrit
E* pour le fibré vectoriel P x¢ V*. On s’entend par une échelle de fibrés vectoriels une
suite de la forme E™*, m € N.

Puisque le fibré E* soit holomorphe, il y a 'opérateur 0 associé
d: QV(M; EN) — QO (M; B,

et le Laplacien

A= (0+0%)?,

qui est un opérateur elliptique de degré deux.
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Théoréme 1. Notons F) la section du fibré AV n*T* M sur X donnée par la contraction
de l'image inverse par w: X — M de la courbure du fibré P — M (ce qui est une section
de AY*7*T*M ® g), avec \ € g*.

Soit A, le Laplacien sur Q%4(M; E™); alors

lim Tr iy € FAm/T =
et ‘QUvq(M,E 29

tF
(271'15)7”7]\’ /}( dét (1_eitF>\> Tr'Aquﬂ'*T* M eitF)\ dét(tU(A))

Corollaire. Si P est tel que Fy soit toujours positive, on obtient

m/2m)" TN [ dét(Fy) dét(a(N) , sig=0
im0 ~ {1V I o) i

o(m™+) , dans les autres cas.
Drmonstration du corollaire. Quand t — oo dans le Théoréme 1, le membre de gauche de
la formule converge vers le projecteur sur I’espace des formes harmoniques, tandis que

le membre de droite converge vers 0 pour ¢ > 0, grace a la condition de positivité sur la
courbure F. [

3. Introduction d’une famille d’opérateurs 0.
Rappelons le résultat suivant, un cas tres spécial du théoreme d’indice d’Atiyah-Singer,
da a Bott ([2]).

Proposition. Soit G un groupe de Lie compact, et soit T un tore maximal de G. Si A
est un poids dominant, soit L* le fibré en droites holomorphe sur G/T induit du caractére
A de T, (c’est-a-dire, L* = G xp C*, ot C* est la réprésentation de T de dimension un
qui corresponde a ). Alors, le G-indice du compleze O

0— 1IN 2 o) 2

est €gal a la représentation irreductible de G de poids dominant X.

Considérons le fibré complexe X sur M defini par X = P xg G/T = P/T, de fibre
type G /T, la projection 7 : X — M, et le fibré en droites holomorphe L* — X induit
du caractere A de T. Soit QU4"(X; L*) 'espace des formes différentielles sur X de
degré (0,q + r) de degré r dans la direction verticale. L’opérateur d se divise en une
partie horizontale J et une partie verticale 0y, et il n’est pas difficile de démontrer que
Ax = (0 + 0%)? satisfait &

Ax = (0o + 03)? + (01 + 07)?
= Ay +Agyr-
Ici, on écrit Ajp; pour le Laplacien sur M & valeurs dans le fibré de dimension infinie

P x¢g Q%*(G/T; L"). Cette formule montre que I'opérateur Ay preserve le degré hori-
zontal et le degré vertical d’une forme differentielle:

Ax : QU7 (X, L) — Q07 (X LY.
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Théoréme 2. La trace du noyau de chaleur de Ays sur Q%4(M; L) s’exprime au moyen

de Ax par
N

Z(_l)r TrlQth‘(x;LA) €_tAX = TT‘QUY‘?(M;E%) e_tAIVI.
r=0

Démonstration. Cet énoncé découle du théoreme de Bott par un argument similaire &
la démonstration usuelle du théoreme de McKean-Singer. En effet, si H! est ’espace
d’Hilbert des sections L% de A%"(G/T) ® L* sur G/T qui ont la valeur propre 7 pour
l'opérateur Ag,r, on peut considérer I'éspace des formes différentielles sur X comme la
somme des espaces des formes différentielles sur M aux coefficients dans H:

L2(X; A% (X5 1) = Y LA(M; A%(M) ® (P x¢ HY)).

Décomposons H en ses G-modules irréductibles:

H =Y n(,r7)y

veG

On obtient alors

Telgo.aiexiony € 5% = D0 D (07 7) Trlgoaqasmy €477,
T NeQ

Le théoreme d’indice de Bott montre que

N {1 siy=Aet7=0

0 sinon.

L’énoncé du théoreme découle immédiatement. [

4. Reduction au théoréme de Demailly.

Le Théoreme 2 nous permet de remplacer ’échelle des fibrés vectoriels E™* sur l’espace
M par la suite des puissances d'un fibré en droites L™ sur un espace plus grand X.
On est ramené a une situation proche de celle de Demailly (sauf qu’'on a besoin de sa
généralisation pour les (0, g|r)-formes, plitot que pour les (0, g)-formes; cette extension
ne demande pas de nouvelles idées). Enoncons la forme dans laquelle on se sert de la
formulation de Bismut du théoreme de Demailly:

lim Tr|Qo,q|r(X;Lm,\) e~ tAm/m _ (27rt)—n—N/

tF
dét | ———= | Tr e
m—00 < 1 _ e—tF | Ao.alrre x
Dans cette formule, F est la courbure du fibré en droites L*. Donc, pour terminer la
démonstration du Théoreme 1, il ne nous reste qu’a calculer F, et a prendre la somme
alternée sur 7.
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Proposition. La courbure F du fibré L, considérée comme section du fibré
End(A%1T*X) = End(A%17*T*M & A®'T*G/T), a la forme suivante:

N 0
F= (% o)
Cette formule pour F montre que I'intégrande dans le membre de droite du Théoreme 1
est égale a

N
) tF)\ _ , tO’()\) r —to(A
dét <1_e_t&> Tr| o0 g € RN qét (w Z(_l) Tr‘AU,rT*G/Te to(N)
r=0

Quand on prend la somme alternée sur r, la dénominateur dét (1 — e“’p‘)) est annulée

par
N

Z(_l)r Tr|A01TT* /T eftU(A)_
r=0

La démonstration du Théoréme 2 est donc terminée.
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